A 11-A OLIMPIADA BALCANICA DE MATEMATICA
PENTRU JUNIORI

Shumen, Bulgaria, 25-30 iunie 2007

prezentare de Dinu Serbinescu si Dan Schwarz

Cea de-a 11-2 Olimpiads Balcanicd de Matematicd pentru juniori a fost giz-
duitd de Bulgaria, in oragul Shumen. Au participat 65 de concurenti din 11 t3ri,
care au avit de rezolvat fn 4 ore §i jumitate urmitoarcle probleme:

1. Fie a real pozitiv, astfel incdt a? = 6{a + 1). Demonstrati ci ccuatia:
2 +ar+a®—6=0

nu are solutii reale.

2. Fie patrulaterul convex ABCD astfel tncdt CBD = 18°, «BDC =
= JCAD = 36° gi $BAC = 72°, Fic P punctul de intersectic a diagonalelor AC gt
BD. Determinati mésura unghiului <APD.

3. Fie 50 de puncte in plan, oricare trei necoliniare. Aceste puncte sunt
colorate, ficcare cu una din patru culori date. Demonstrati cd existd o culoare, st
cel putin 130 de triunghiuri scalene, cu vérfurile printre punctele colorate cu accastd
culoare.

4. Fie p un numdir prim. Demonstrati ¢ 7p + 3” — 4 nu este patrat perfect.

Primcle doud probleme au fost propuse de Grecia, a treia de Macedonia, iar
ultima de Turcia. Echipa Romdnici 2 fost formatd din urmitorii 6 clevi: Chindea
Filip, Bumbdcea Radu, Filip Laurian, Tiba Marius, Ciolan Emil Alezandyu, Muntean
Alexandru, fiind condusi de Dinu Serbdnescu, Mircea Fianu st Dan Schwarz.

Prezentdm solutiile problemelor din concurs.

1 Trebuie aritat ci discriminantul ccuatiei 2 + ar + a? — 6 = 0, anume
A a? — 4{a® ~ 6) = 3{B — a?), este strict negativ. Intr-adeviir, in caz contrar avem
e < 8 cuma >0 mzulta a? < 8a. Dar a3 = 6a + 6, deci 6a + 6 < 8a. Obtinem
a > 3 in contradictic cu a? < 8.

Remarcd. S4 notdm Plx) = 1% ~ 6xr — 6, Q{x) = % + ar + o® — 6. Se vede
imediat ¢ P(x) = (x - a)Q(x) + P(a), deci P{x) = (x — a)Q(x). Inscamni ci P(x)
nu are alte solutii reale diferite de a.

Cumt P{0) = —6 < 0 gt P{3) = 3 > 0, rezulti ci existl o solutie reald pozitivd
pentru P{r} = 0, deci accasta este cu necesitate e, agadar conditia de pozitivitate
din enunt, era superflui,

2. Si considerim cercul I' circumscris triunghiuiui ABAD. Cum <BAD =
= 36° 4 72° = 108°, iar < BCD = 180° — 18° — 36° = 126°, rezultid ci punctul ¢
cste interior cercului I, S& notdm cu £ intersectia prelungirii lui DC cu T, st cu ¥
intersectia prelungirii lui AC cu T,



Se citegte imediat pe figurd e S DBF = SCAD =36° st S BD# = ¢ BAC =
= 72°, deci C cste centrul cercului fnscris triunghinlui ABDF, agadar #'C este
bisectoarea unghiului B D, st deet ¥ BFA = $AFD = 36°.

Rezuitd < APD = 108°.

Hemared. O solugic alternativl aratd ¢ A este centrul cercului eircumseris
triunghiulni ABCD. Considerdm fnsi cd solutia de mai sus pdtrunde In esenta
problemei, cici aratd clar cd pentagonul ABEF D este regulat, C fiind intersectia
bisectoarei unghiului < B cu diagonala DE. Este foarte probabil c# accastd configu-
ratic a stat la baza compunerii acestel probleme de citre autorii sii.

Ca un tndemn pentru cititori, mentiondm cd fnaintea coordondrii problemelor,
comisia dispunca de gase solufii ale acestei probleme.

3. Cum ke 12, {cel putin} o culoare ¢ a fost folositd pentrn a colora {cel

putin} 13 puncte (principiul cutiei, numit §i principiul lui Dirichlet}. Vom folosi
urmitoarca:

Lem#. Fiind date n > 3 puncte in plan, oricare trei necoliniare, nu se pot
forma mai mult de n(n — 1) riunghiuri isoscele (incluzdnd echilaterale} cu vdrfurile
prinire aceste puncie.

Demonstratie. Pe mediatoarea unui segment determinat de dous din aceste
puncte se pot afla cel mult doud alte puncte {altfel am avea trei puncte coliniare),
deci vor exista cel mult doud triunghiuri isoscele avAnd acest segment drept bazi.

n
Rezultd ci se vor forma cel mult 2(

2) = n{n — 1} triunghiuri isoscele cu varfurile

printre aceste puncte. O
Fic atunci n numérul punctelor colorate cu culoarca ¢. Deoarcee in total se

n n{n-1){(n -2} |, C - , .
formeazs ( 3) = { A ) triunghinri, iar lema himiteazi nimérul trinnghiu-

6
rilor isoscele la n{n - 1), Inscamni ci vor cxista cel putin :
n{n - 1}{n-2) n{n - 1}{n ~8)
e ~n{n—1)= :

triunghiuri scalene. Cum avem n > 13, rezultd existenta a cel putin 130 triunghiuri
scalene.

Remarcd. Sc obscrvdl ¢ este improbabil ca numirul maxim calculat, de
n{n — 1} triunghiuri isoscele, 88 poatd fi efectiv realizat. Pentru n < 8, acest mumér
rezultl chiar strict mai mare decAt numdérnl total de triunghiuril, deci evident im-
posibil de realizat. {Cazul n = 6 este de fapt singurul pentru care toate triunghiurite
pot fi isoscele, cu model pentagonul regulat gi centrul s¥u},

Cel mai bun rezultat pentru care dispuncrn de un model, pentru n par, este
dat de poligonul regulat cu n—1 vArfuri gi centrul siu, clnd se formeazi (n—1}{n—2)
triunghiuri isoscele.

Riaméane ca problem# deschiss, de cercetare, determinarca unel margini supe-
rioare mai ,strinse” pentru numdrul triunghiurilor isoscele formate {mé#car demon-



strareca faptului c& nu existd configuratii astfel inclt pe mediatoarea fieefirni segment
s& sc afle exact doud alte puncte!).

4, Pentru p = 2 avem Tp + 3¥ ~ 4 = 7.2+ 3% —~ 4 = 19, care nu ecste
piitrat perfect. Fie deci p > 3 {agadar p impar). Pe de o parte, 7p + 39 — 4 =
=3-4 = —1(mod p).1? deci, pentru a fi patrat perfect, p = 1 {mod 4).2' Dar atunci
Tp+3'—4=—p+{—1)=—p—1= 2(mod 4}, In timp ce resturile pitratice modulo
4 sunt doar 0 s5i 1.

Remarcd. Desi avAnd o solutic relativ scurtd si clar indicatd de particulari-
titile enuntului, accastd problemi s-a dovedit dificils, fiind cea mai ,tehnics” din
concurs. incercirile de a studia congruente modulo 8 sau 7 se dovedese nefructuoase,
neconducAnd ia o contradictic.

Faptul ¢4 valoarca —1 nu poate fi rest pitratic modulo p > 2 prim, decét
pentru p = 1{mod 4), nu trcbuia demonstrat, fiind considerat ca extrem de cunoscut.

Desigur, putea fi justificat gi folosind simbolul Legendre (:;) = (—1)"‘5_1, pentru
P > 2 prim.



