Primul baraj de selectie pentru OBM Juniori 2005, Chisinau, 7 aprilie
2005

1. Fie triunghiul ABC, in care lungimea laturii BC' este mai mica decat lungimile
laturilor AC' i AB. Fie P € (AB), astfel incat m(<PCB) = m(<BAC), iar
Q € (AC), astfel incat m(<@QBC) = m(<BAC). Sa se demonstreze ca dreapta
care trece prin centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC' si APQ) este
perpendiculara pe latura BC.

2. Sa se demonstreze ca:

a) exista o infinitate de numere naturale de forma 3p + 1, p € N, care pot fi
reprezentate sub forma m? — n3, unde m,n € N;

b) exista o infinitate de numere naturale de forma 5q + 1, ¢ € N, care pot fi
reprezentate sub forma k* — ¢3, unde k, ¢ € N.

3. Fie ay, aq, ..., a, numere reale pozitive. Notam: s = a1 + a; + ... + an,
2 n
s
p— . . . a a8 n —
p=ay-az-... a,. Sasearate ca 2",/p < 1+1‘+2|+ —{—n!.
(Daca n € N*  atuncin! =1-2-...-n.

4. Fie data f: N* — N* cu f(1) = 1 si care verifica conditiile:
1) 3 (n) - £ +1) = f(2n) - (14 3/(w)).

2) f(2n) < 6f(n), n € N*.

Sa se gaseasca toate solutiile ecuatiei f(k) + f(¢) = 293, k < £.
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5. Fie triunghiul ascutitunghic ABC, in care C'F este inaltime, F' € (AB), iar
BM este mediana, M € (CA), astfel incat BM = CF. Atunci m(<MBC) =
m(<FCA) daca si numai daca triunghiul ABC' este echilateral.

6. Fie n un numar natural nenul, iar xq, xo, ..., x, numere reale pozitive care
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verifica conditia — + — 4+ ... + — = n. Sa se gaseasca valoarea minimala a
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7. Fie p un numar prim, iar a si n numere naturale nenule. Sa se demonstreze ca
daca 2P + 3 = a”, atunci n = 1.

8. Se considera familiile de functii de gradul al doilea f,,, ¢n : R — R,
fm(x) = (M? + )22 + 3mz + m? — 1, gn(z) = m*z* + mz — 1, unde m este



un parametru real nenul.

Sa se arate ca, pentru orice functie h de gradul al doilea cu proprietatea ca
gm(z) < h(z) < fi.(x) pentru orice x real, exista A € [0, 1] care verifica conditia
h(z)) = X f(x) + (1 — N)gm(z), oricare ar fi x real.



