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Problema 5. Pentru orice numar natural m > 1 si orice numar real x > 0 definim
expresia

E(z.m) = M+ )3 +2)5 +x) ... - [(2m — 1) + 1]
’ (24 +2)(4* + 2)(6* + ) ... - [(2m)* + 2]
1
Se stie ca B (Z , m) =03 Sa se determine valoarea lui m.
Solutie:
2k — 1) +1/4 4k —2)* + 4
Pentruk::l,Z,...,mavem( 4| )+ . Folosind ca t* +4 =

(k)4 +1/4 — (4k)*+4
AP 4417 = (P+2)2—(2t)? = (2 =2t+2) (2 +2t+2) = [(t—1)?+1]-[(¢+1)%+1],
(2k—1)*+1/4  [4k—=3)24+1]-[(4k—1)2+1] (4k—3)*+1
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ind aceste relatii pentru £k = 1,2,...,m, iInmultindu-se si facand simplificarile,
1 1 2

obtinem 752 = £ (1’ m) = G T De el renultd (4m + 1) = 2025,

de unde m = 11.

Problema 6. Sa se determine cel mai mic numar intreg strict pozitiv n pentru

care exista numerele intregi strict pozitive xy, xs, ..., x, astfel incat fiecare numar
natural de la 1001 pana la 2021 inclusiv poate fi scris ca suma de unu sau mai multi
termeni diferiti z; (i = 1,2,...,n).

Solutie:

Sunt 1021 de numere care trebuie scrise sub forma a;xq + asxs + ... + a,x,, unde
ai,ag,...,a, € {0,1} (nu toti nuli). Deoarece sunt cel mult 2" — 1 numere de

aceasta forma (fiecare din cei n coeficienti ay poate fi ales in doua moduri), trebuie
n > 10.

Vom arata ca 10 numere nu sunt suficiente.

Presupunem contrariul. Deoarece 1021 din cele 1023 de sume nenule de forma
121+ asxs+. ..+ a,x, trebuie sa fie cel putin 1001, deducem ca cel mult doua din-
tre numerele x1, z9, ..., 19 sunt mai mici decat 1001. Daca x3, 24, ..., 219 > 1001,
atunci cele 2% — 9 = 247 sume de forma asxs + a4z4 + ... + a1pT1o care contin cel
putin doi termeni nenuli, sunt egale cu cel putin 2002. Dar asta inseamna ca se
obtin cel mult 1023 — 247 = 776 dintre numerele de la 1001 la 2001, adica nu se
obtin toate.

Agadar, am obtinut ca sunt necesare cel putin 11 numere.
Pe de altd parte, numerele 1 = 1, 2y = 2, 23 = 22, ..., x1; = 2!° satisfac



conditiile din problema: din scrierea unui numar in baza 2 rezulta ca orice numar
mai mic decat 2'' se poate scrie ca suma a unu sau mai multe dintre numerele
T1, Loy« T11-

Problema 7. Latura patratului ABC'D are lungimea egala cu 1. Pe laturile (BC)
si (CD) se iau respectiv punctele arbitrare M si N astfel incat perimetrul triun-
ghiului MCN este egal cu 2.

a) Sa se determine masura unghiului <M AN.

b) Daca punctul P este piciorul perpendicularei duse din punctul A la dreapta
M N, sa se determine locul geometric al punctelor P.

Solutie:

Fie F € (M B astfel incat B € (MFE) si BE = DN.

a) Din egalitatea MC +CN + MN = 2 rezulta ME = MB+ BE = MB+ DN =
1-CM+1-CN =2—-(CM+CN) = MN. Atunci triunghiurile ABE si ADN
sunt congruente, deci AE = AN. Triunghiurile AME si AMN sunt congru-
ente (LLL), deci <M AN = <M AE, sau m(<FEAN) = 2m(<MAN). Egalitatea
m(<EAB) = m(<NAD) conduce la m(<MAN) = 45°.

b) Cum <NMA = <AM B rezulta ca A este centrul cercului C-exinscris al tri-
unghiului CNM, deci AP = AB = AD = 1 este raza acestuia. Prin urmare, punc-
tul P se afla pe cercul de centru A si raza 1, pe arcul cuprins intre punctele B si
D. Locul geometric cautat este tocmai acest arc. Intr-adevir, daci P este pe acest
arc, ducem tangenta in P la acest arc gi notam cu M gi N intersectiile tangentei
cu laturile BC' gi CD. Atunci DN = NP si PM = M B (tangentele duse dintr-un
punct la un cerc sunt egale), deci CN +CM + MN = CN + NP+ PM +CM =
CN+ND+CM+MB =CD+ CB = 2, prin urmare punctul P apartine locului
geometric.

D N C
P
M
A B
E

Problema 8. Sa se gaseasca toate tripletele (a, b, ¢) de numere intregi strict pozi-



tive daca se stie ca numerele a?b, b’c, c?a divid numarul a® + 0% + 2.

Solutie:

Fie (a, b, c) un triplet cu proprietatea diun enunt si d cel mai mare divizor comun
a b c
d’ d’ d
deci este suficient sa cautam tripletele care au cel mai mare divizor comun 1.
Daca un numar prim p divide si a si b, atunci il divide si pe a?b, deci si pe a®>+b*+c?,
prin urmare si pe ¢, adicd pe c. Atunci c.m.m.d.c.(a, b, ¢) > p, contradictie. Asadar
avem de cautat numai tripletele formate din numere relativ prime doua cate doua.
Atunci a?, b, ¢ sunt relativ prime si fiecare din ele divide numarul a® + b® + ¢3,
deci a?b?c?® | a® + b + 3. Deducem ci a?b?c® < a3 + b% + 3. Fard a restrange
generalitatea putem ciuta a < b < ¢ cu proprietatea ca a?b?c? | a®>+b%+ 3. Atunci
3c3 > a® + b3 + & > a?b*c?, deci 3¢ > a?b?. Dar ¢ divide a® + b3 + 2, deci pe
a® + b%, asadar ¢ < a® + 3. Avem a*b* < 9¢® < 9a® + 9b® < 18b3. Rezulta ca
a*b < 18, deci a® < 18, adica a = 1. Atunci trebuie ca b* < 9¢? < 9 4 9b3. Daca
b > 10, atunci b* > 106> > 9b + 9, deci trebuie ca b < 9.

Pentru b = 1 rezulta ¢ = 1, deci (a,b,¢) = (1,1, 1).

Pentru b > 2 trebuie ca b < ¢, altfel (b, c) # 1.

Pentru b = 2 avem 16 < 9¢? < 81, deci ¢ = 2, ¢ = 3. Obtinem (a,b,c) = (1,2, 3).
Pentru b = 3 rezultd 81 < 9¢% < 28 -9, adica ¢ € {4,5}. Nu convine niciuna din
variante.

Pentru b = 4 avem 16 < 3¢ i ¢? < 65, adicd ¢ € {5,7} (b, c sunt relativ prime).
Nu convine niciuna din variante.

Pentru b = 5, avem 25 < 3¢ si ¢® < 126, deci ¢ € {9, 11}, dar niciuna din variante
nu convine.

Pentru b = 6, avem 36 < 3c si ¢® < 217, deci ¢ = 13, dar aceastd variantd nu
convine.

Pentru b = 7, avem 49 < 3¢ si ¢® < 344, deci ¢ € {17,18}, dar niciuna din variante
nu convine.

Pentru b = 8 trebuie ca 64 < 3¢ si ¢® < 513, ceea ce nu se poate.

Pentru b = 9 trebuie 81 < 3¢ si ¢® < 730, ceea ce nu se poate cu b si ¢ relativ
prime.

Asadar singurele triplete (a, b, ¢) de numere care satisfac conditiile:
cmm.d.c(a,b,c) =1, a < b < csi a®?c? | a® +0* + & sunt (1,1,1) si (1,2,3),
deci singurele triplete care satisfac problema initiala ar putea fi cele care au una
din formele: (n,n,n), (n,2n,3n), (n,3n,2n), (2n,n,3n), (2n,3n,n), (3n,n,2n) si
(3n,2n,n), cu n € N*. O simpla verificare arata ca toate aceste triplete satisfac
enuntul.

al numerelor a,b,c. Atunci si tripletul ) are proprietatea din enunt,



