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13 aprilie 2002 - solutii

Problema 1. Pentru orice numar intreg n definim numerele a = n® + 6n® + 8n si
b =n*+4n? + 3. Si se demonstreze ci numerele a si b sunt relativ prime sau au
cel mai mare divizor comun egal cu 3.

Solutia 1:

Numerele a si b pot fi scrise astfel:

a=nn*+2)(n*+4), b=mn*+1)n*+3)+3=n*+2)°-1

Evident, numerele n? + 2 gi b sunt relativ prime. Fie d = (a,b) > 1. Atunci d
este relativ prim cu n? + 2, deci d este un divizor comun al numerelor n(n? + 4) si
n?(n* +4) 4+ 3. Rezulta ca d | 3, adica d € {1, 3}.

Remarca: d = 3 daca gi numai daca 3 | n.

Solutia 2:

Fie d = (a,b) > 1. Atunci d | a — nb, adicd d | 2n3 + 5n, deci d | 2b — n(2n3 + 5n),
adicd d | 3n?+ 6. Rezulta ca d divide 3(2n® + 5n) — 2n(3n* +6) = 3n, deci d divide
(3n? +6) —n-3n = 6. Sa mai observam ca a gi b au paritati diferite (a are aceeasi
paritate ca gi n, iar b pe cea contrara), deci d este impar. Rezulta ca d € {1, 3}.

Problema 2. In plan sunt pozitionate 64 de puncte distincte astfel, incat ele de-
termina exact 2003 drepte diferite. Sa se demonstreze ca printre cele 64 de puncte
exista cel putin 4 puncte coliniare.

Solutie:
3-64

Daca oricare 3 din cele 64 de puncte ar fi necoliniare, ele ar determina 5 =

2016 drepte diferite. Conform enuntului, exista numai 2003 drepte, deci trebuie sa
existe triplete de puncte coliniare.

Daca n-ar exista 4 puncte coliniare ci doar triplete, notand cu n numarul acestor
triplete, cele 64 de puncte determina 2016 drepte. Dar pentru fiecare din cele n
triplete de puncte coliniare (triplete nu neaparat disjuncte), dreapta pe care se afla
ele a fost numarata de 3 ori (cate o data pentru fiecare pereche: pentru punctele
coliniare A, B, C' avem 1n aparenta 3 drepte, AB, BC, C'A, in realitate insa doar
una, adica cu doua mai putine). Asa ca, de fapt, cele 64 de puncte determina
2016 — 2n drepte diferite, adica un numar par. Acest lucru contrazice ipoteza, deci
trebuie sa avem cel putin patru puncte coliniare.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Punctele A;, B; si C} sunt
respectiv proiectiile varfurilor A, B si C' pe laturile opuse ale triunghiului, punctul
H este ortocentrul triunghiului, iar punctul P este mijlocul segmentului [AH].
Dreptele BH si A1C:, PB; si AB sunt concurente respectiv in punctele M si N.



Sa se demonstreze ca dreptele M N si BC' sunt perpendiculare.

Solutia 1:

Patrulaterul BA; HC este inscriptibil, deci <AHB; = <BHA; = <A1 B.
[B; P] este mediana in triunghiul dreptunghic AH By, deci PB; = PH.

Rezulta ca <PB1H = <PHB;. Deducem ca MC|N B este inscriptibil. Dar si
AC1H B este inscriptibil, deci <NMB; = <NC1 By = <AC1B; = <AHB,, de
unde obtinem ca NM || AH. Cum AH 1 BC, rezulta ca i NM L BC.

Solutia 2: (Stan Fulger)
BH este diametrul cercului circumscris triunghiului BA;C4, P este centrul cercu-

lui circumseris triunghiului B; ACY, cele doud triunghiuri fiind asemenea. In aceste
AN  AM

NC,  MC,

triunghiuri, dreptele BM si B; N sunt drepte omoloage, deci , adica

MN || AA,.

Problema 4. La un turneu de sah participa 9 sahigti. Conform regulamentului,
fiecare partiucipant joaca o singura partida cu fiecare dintre ceilalti. La un anumit
moment al competitiei s-a constatat ca exact doi participanti au jucat acelagi numar
de partide. Sa se demonstreze ca in acest caz, fie un singur sahist nu a jucat nicio
partida, fie exact un singur gahist a jucat cu toti ceilalti.

Solutie:
Un sahist poate juca cel mult 8 partide, deci numarul partidelor jucate de fiecare
jucator apartine multimii {0, 1,2, ...,8}. Evident, nu pot exista simultan un gahist

cu 0 partide jucate si unul cu 8 partide (acesta din urma ar fi trebuit sa joace cu
fiecare adversar, in particular si cu cel care n-a jucat nicio partida). Pe de alta
parte, fiind exact doi participanti care au jucat acelasi numar de partide, numerele
care reprezinta numarul partidelor jucate de cei 9 jucatori sunt fie 1,2,3,...,8 si



inca una dintre acestea, fie 0, 1,2, ..., 7 si inca una dintre acestea. Sa mai observam
ca nu putem avea doi jucatori cu 8 partide pentru ca amandoi ar fi trebuit sa joace
cu toti ceilalti, ori exista un jucator care a jucat o singura partida. Similar, nu
putem avea doi jucatori care sa nu fi jucat nicio partida pentru ca atunci niciunul
din ei nu a jucat cu jucatorul care are 7 partide jucate.

In concluzie, fie exista un sahist si numai unul care nu a jucat nicio partida, fie
exista un gahist (si numai unul) care a jucat cu toti ceilalti.



