BARAJUL 1 PENTRU JUNIORI, 2001

Problema 1. Pe un cerc se considera o multime M formata din n (n > 3) puncte,
dintre care doar unul este colorat in rogu. Stabiliti care poligoane inscrise in cerc,
avand varfurile in multimea M, sunt mai multe: cele care contin punctul rosu sau
cele care nu contin acest punct? Cu cat sunt unele mai multe decat celelalte?

Problema 2. Rezolvati in R ecuatia [z]-{z} = 2001z, unde [.] si {.} reprezinta
functiile parte intreaga, respectiv parte fractionara.

Problema 3. Fie patrulaterul convex ABCD cu AD = BC si m(<A)+m(<B) =
120°. Se ia un punct P in plan astfel incat dreapta C'D separa punctele A si P, iar
triunghiul DC'P este echilateral. Aratati ca triunghiul ABP este echilateral. Este
adevarata afirmatia pentru un patrulater neconvex?

Problema 4. Determinati cel mai mic numar natural n > 2 cu proprietatea: ori-
care ar fi n numere distincte aq, as, ..., a,, produsul tuturor diferentelor de forma
a; —aj;, 1 <i < j <mnsedivide cu 2001.

BARAJUL 2 PENTRU JUNIORI, 2001

Problema 5. Stabiliti daca exista un numar natural nenul n cu proprietatea ca
vn 4+ 1+ +/n — 1 este rational.

Problema 6. Fie numerele nenegative ay, as, ..., ag, unde a; = ag = 0 gi cel
putin unul dintre numere este nenul. Fie propozitia

(P): ,,Oricand exista un numar a;, 2 < i < 8, astfel incat a;_1 + a; 41 < ka;”.

a) Aratati ca propozitia (P) este adevarata pentru k = 2.

b) Determinati valoarea de adevar a propozitiei (P) pentru k = % .
Problema 7. Noe are pe corabia sa 4 custi mari in care trebuie sa aseze 8 animale.
Se stie ca pentru orice animal exista cel mult 5 animale cu care el este incompatibil
(nu pot locui impreuna). Aratati ca:

a) Noe poate ageza animalele in cugti in conformitate cu compatibilitatea lor.

b) Noe poate ageza animalele cate doua in fiecare cusca.

Problema 8. Fie numerele naturale a, b, ¢, astfel incat ¢ > b > a > 0. Aratati ca,
printre oricare 2c¢ numere naturale consecutive, exista trei numere distincte z, y, 2
astfel incat abe divide zyz.



SOLUTII

Problema 1. Pe un cerc se considera o multime M formata din n (n > 3) puncte,
dintre care doar unul este colorat in rosu. Stabiliti care poligoane inscrise in cerc,
avand varfurile in multimea M, sunt mai multe: cele care contin punctul rosu sau
cele care nu contin acest punct? Cu cat sunt unele mai multe decat celelalte?
Solutia 1:

Orice submultime a lui M cu cel putin 3 elemente determina (in mod unic) un
poligon (convex). Multimea M are 2" submultimi, dintre care una cu 0 elemente, n

n(n —1)
2

cu un element gi cu doud elemente. Asadar, exista in total S(n) = 2"—1—

-1
n— M poligoane cu varfurile in M. Analog, inlocuind n cu n— 1, putem afla

2
O )

cate poligoane nu contin varful rogu: S(n —1) =271 — . Cele-

(n—1)(n—2)
2

mai multe poligoane care contin varful rosu decat poligoane care nu il contin.

Solutia 2:

Orice submultime a lui M cu cel putin 3 elemente determina (in mod unic) un

poligon (convex). Fiecarui poligon care nu contine varful rogu ii punem in corespon-

denta poligonul care are, in plus, si varful rosu.! Pe langa poligoanele care se obtin

astfel, printre poligoanele care contin varful rosu, se afla si triunghiurile. Aces-

tea nu provin din adaugarea varfului rosu la un ,,poligon cu doua varfuri”. Sunt

(n—1)(n—2) (n—1)(n—2)
2 2

mai multe poligoane care contin varful rogu decat poligoane care nu il contin.

lalte S(n)—S(n—1) = 2"~ ! —n poligoane contin varful rou. Sunt cu

triunghiuri care au un varf rosu. Asadar sunt cu

Problema 2. Rezolvati in R ecuatia [z] - {z} = 2001z, unde [.] si { . } reprezinta

functiile parte intreaga, respectiv parte fractionara.

Solutie: Daca [z] =n € Zsi {z} =y € [0,1), avem ny = 2001(n + y), de unde
2001n

— €

R n — 2001

[0,1). Din y > 0 rezulta ca fie n < 0, fie n > 2001. In primul caz, conditia y < 1

y(n —2001) = 2001n. Evident, n = 2001 nu convine, si atunci y =

L Am definit astfel o functie injectiva de la multimea poligoanelor f&s varf rosu la multimea
poigoanelor care au un varf rogu. Corespondenta nu este surjectiva: imaginea nu contine tri-
unghiurile cu un varf rosu.



2001

revine la 2001n > n — 2001, adica n > ~5000° adica n = —1 sau n = 0. Obtinem
2001 2001 1 -
Yy = 2002 respectiv y = 0, adica x = —1 + 2002 — 2002 respectiv x = 0. In al

2001
2000’

Problema 3. Fie patrulaterul convex ABC'D cu AD = BC gi m(<A)+m(<B) =
120°. Se ia un punct P in plan astfel incat dreapta C'D separa punctele A si P, iar
triunghiul DC'P este echilateral. Aratati ca triunghiul ABP este echilateral. Este
adevarata afirmatia pentru un patrulater neconvex?

Solutie:

Planul este sa aratam ca APDA = APCB (LUL). Avem, evident, PD = PC si
DA = CB. Fie {X} = ADN BC. Cum m(<A) + m(<«B) = 120°, deducem ca
X € (ADsi X € (BC. In plus, m(<X DC)+m(<XCD) = 120°, deci unul din cele
doud unghiuri are masura > 60°, celalalt < 60°. Cazul m(<X DC') = m(<XCD) =
60° este foarte simplu. In rest, putem presupune ca m(<XDC) > 60°. Atunci
P € int(«<HDC) gi P € ext(<«XCD). Atunci m(<PDA) = 60° + m(<D), iar
m(<PCB) = 360°—60°—m(<C) = m(<PDA) deoarece m(<C)+m(<D) = 240°.
In concluzie APDA = APCB (LUL), deci PA = PB. In plus, m(<APB) =
m(<BPC) + m(<CPA) = m(<DPA) + m(<CPA) = m(<CPD) = 60°, deci
PAB este echilateral.

Daca ABCD este concav, concluzia nu mai ramane adevarata. De exemplu, daca
ABC'D este un patrulater ca in enunt, cu D € int(AABC) si construim triunghiul
echilateral P’"C'D cu P’ i B in semiplane opuse determinate de C'D, atunci se
arata la fel ca mai sus ca triunghiul P’AB este echilateral. Numai ca noi nu acest
triunghi echilateral P'C'D trebuie sa-1 construim: cum dreapta C'D taie segmentul
[AB], trebuie sa luam de fapt pe post de P simetricul lui P’ fata de C'D. Evident,
triunghiul PAB nu are cum sa fie si el echilateral.

doilea caz, n > 2001, conditia y < 1 revine la n < — ceea ce nu se poate.

Problema 4. Determinati cel mai mic numar natural n > 2 cu proprietatea: ori-
care ar fi n numere distincte aq, as, ..., a,, produsul tuturor diferentelor de forma
a; —aj, 1 <i < j <nsedivide cu 2001.

Solutie:

Descompunerea in factori a lui 2001 este 2001 = 3 - 23 - 29. Daca luam doar 29
sau mai putine numere (de exemplu cele de la 1 la 29), niciuna din diferente nu
va fi divizibila cu 29, deci produsul nu e divizibil cu 2001. Daca insa luam 30 de
numere, printre ele vor exista doua care dau acelasi rest la impartirea cu 3, doua
(aceleagi sau altele) care dau acelasi rest la impartirea cu 23 si doua cu acelasi rest
la impartirea cu 29. Prin urmare, oricum am lua 30 de numere, vom avea cate o
diferenta divizibila cu 3, cu 23 si cu 29, deci cu 2001.
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Problema 5. Stabiliti daca exista un numar natural nenul n cu proprietatea ca
v/n+1++/n — 1 este rational.

Solutie:

Nu exista. Se stie ca /a + Vb e Q cu a,b € N implicd a, b pitrate perfecte. Ori
nu exista patrate perfecte la distanta 2.

Problema 6. Fie numerele nenegative aq, as, ..., ag, unde a; = ag = 0 si cel
putin unul dintre numere este nenul. Fie propozitia
(P): ,,Oricand exista un numar a;, 2 < i < 8, astfel incat a;_1 + a;41 < ka;”.

a) Aratati ca propozitia (P) este adevarata pentru k = 2.
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b) Determinati valoarea de adevar a propozitiei (P) pentru k = —

10°
Solutie:
a) Presupunand propozitia falsa pentru k = 2 rezulta ca a;—1 + a;41 > 2a;, V2 <
k <8, adica a;_1 —a; > a; — a1, V2 < k < 8 Atunci 0 > —ay = a1 — as <
as —as > ... > ag—ag = ag > 0, deci toate numerele sunt egale cu 0, contradictie.
b) Propozitia este tot adevarata.
Presupunand-o falsa, am avea relatiile a;_; + a1 > ka;, i = 2,8. inmulgindu—le
convenabil, obtinem relatiile:

a; > kag, (1)
kag + kag > k*as, (2)
(k* — Das + (k* — ay > (k* — k)as, (3)
(* —2k)ay + (k* — 2k)ag > (k* — 2k%)as, (4)
(k* = 3k* 4+ Das + (k* — 3k* + D)as > (K° — 3K* + k)au, (5)
(K° — 4K® + 3k)ag + (K° — 4k + 3k)as > (K° — 4k* + 3k?)as, (6)
(k® — 5k* 4+ 6k* — 1)ag > (k" — 5K + 6k* — k)a,. (7)

Adunénd aceste relatii obtinem (k° — 4k3 + 3k)ay > (k7 — 5k + 6% — k)as, adica
(k" — 6k5 + 10k3 — 4k)ay < 0. Daci ag # 0, obtinem k(kS — 6k* + 10k? — 4) < 0,
adica k(k? — 2)(k* — 4k? +2) < 0. Daca k > /2 + /2 ~ 1,847, atunci aceasti
conditie nu este respectata.

Daca as = 0, a3 # 0, adunand primele sase din relatiile de mai sus obtinem
az(k®—5k*+6k*—1) < 0. Cea mai mare dintre solutiile ecuatiei 26 —5z*+62%—1 = 0
este cca 1,802, deci pentru k£ > 1,802 se obtine contradictie.

Dacd ay = a3 = 0, a4 # 0, adunand primele cinci relatii conduce la a4 (k° — 4k +
3k) < 0, adica k(k* — 1)(k* — 3) < 0. Daca avem k > /3 ~ 1,74, ajungem la
contradictie.



Daca as = a3 = a4 = 0, as # 0, adunand primele patru relatii ajungem la

as(k* —3k*> +1) < 0. Dar k > 3 +2\/5

Daci as = az = a4 = as, ag # 0, adundm primele trei relatii si obtinem ag(k® —
2k) < 0. In cazul k > /2 ajungem la o contradictie.

In fine, daci a» = a3 = ... = ag, atunci as # 0 gi din primele doua relatii obtinem
az(k* — 1) <0, ceea ce este fals daca k > 1.

Din cele de mai sus se vede ca proprietatea (P) este adevarata pentru orice k >
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2 4+ /2, in particular pentru k = 10

~ 1,62 duce la contradictie.

Problema 7. Noe are pe corabia sa 4 custi mari in care trebuie sa aseze 8 animale.
Se stie ca pentru orice animal exista cel mult 5 animale cu care el este incompatibil
(nu pot locui impreuna). Aratati ca:

a) Noe poate ageza animalele in custi in conformitate cu compatibilitatea lor.

b) Noe poate ageza animalele cate doua in fiecare cusca.

Solutie:

a) Punem animalele succesiv in custi. Fiecare animal are cel mult trei custi in care
nu poate fi pus, asa incat pentru fiecare animal exista, atunci cand 1i vine randul
sa fie plasat, cate o cusca disponibila.

b) Aranjam animalele in custi ca la a). Daca raméne o cusca goala, exista o cugca
cu cel putin 3 animale dintre care vom muta doua in cugca goala (in custile goale).
Daca avem doua custi ocupate de cate un singur animal, daca acestea sunt com-
patibile le mutam impreuna gi mutam doua animale in cusca goala. Astfel putem
ajunge la una din urmatoarele repartitii pe custi: 5-1-1-1, 4-2-1-1, 3-3-1-1, 3-2-2-1
si 2-2-2-2 (pe care il vrem). In cazul 5-1-1-1 (cu oricare din cele trei animale care
stau singure - incompatibile), fiecare din animalele singuratice mai are cate un sin-
gur neprieten, deci i se poate gasi un prieten in cusca de 5. In cazul 4-2-1-1 (cele
doua animale singure sunt incompatibile), 1i putem alege pe rand fiecarui animal
din cusca de 1 cate un animal compatibil cu el din cusca de 4. La fel in cazul
3-3-1-1 (alegem fiecarui animal singuratic cate un prieten din cate una din custile
de 3; obligatoriu va avea un prieten acolo). In fine, in cazul 3-2-2-1, animalul din
cugca de 1 are cel mult 3 animale incompatibile cu ea. Daca nu sunt exact cele
3 din cusca cu 3, mutam un prieten de acolo. Daca el e incompatibil cu fiecare
animal de acolo, atunci el e compatibl cu orice alt animal si vom face rocada intre
el si un animal dintr-o cusca de 2 care e compatibil macar cu un animal din cugca
de 3. Astfel, in fiecare situatie, putem rearanja animalele in custi astfel incat in
fiecare cusca sa fie exact doua animale.

Problema 8. Fie numerele naturale a, b, ¢, astfel incat ¢ > b > a > 0. Aratati ca,
printre oricare 2¢c numere naturale consecutive, exista trei numere distincte z, y, z
astfel incat abc divide zyz.



Solutie:

Printre oricare 2¢c numere consecutive exista cel putin doua divizibile cu ¢, cel putin
trei divizibile cu b si cel putin trei divizibile cu a. Alegem z unul din numerele
divizibile cu ¢, apoi y # x unul dintre numerele divizibile cu b (exista macar doua
diferite de z) si, in fine, z ¢ {z,y} unul dintre numerele divizibile cu a (fiind
minim trei asemenea numere, sigur exista si unul diferit de z i de y). Concluzia
este evidenta.



