BARAJUL 1 PENTRU JUNIORI, 2000

Problema 1. Aratati ca expresia (a+b+1)(a+b—1)(a—b+1)(—a+0b+1), unde
a=+vV1+4+2%2 b=+/14+y?>si x+y =1 este o marime constanta si sa se calculeze
aceasta marime.

Problema 2. Numarul 665 este reprezentat ca o suma de 18 numere naturale
nenule aq, as, ..., aig. Determinati cea mai mica valoare posibila a celui mai mic
multiplu comun al numerelor aq, as, ..., as.

Problema 3. Fie triunghiul ABC cu AB = AC §i m(<BAC) = 100°. Fie
[AD] si [BE] bisectoarele triunghiului ABC' duse din A, respectiv B. Aratati ca
2AD < BE + EA.

Problema 4. Gasiti cel mai mic numar natural nenul n astfel incat exista n nu-

mere reale x1, xo, ..., T, care verifica simultan conditiile:
1
1)a:,€{§,2},@:1,2, T
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Problema 5. Fie numerele reale a, b, c astfel incat a > b > ¢ > 0. Aratati ca
2 2 2 2 2 2
a®—b n cc—b n a® —c

C

> 3a — 4b + c. Cand are loc egalitatea?

Problema 6. Aratati ca printre oricare 39 de numere naturale consecutive, ex-
ista un numar a carui suma a cifrelor se divide cu 11. (Gheorghe Eckstein, Baraj
seniori, Romania, 1999)

Problema 7. Fie un triunghi ABC, A; mijlocul segmentului [BC], B, € (AC) si
C € (AB) astfel incat [A;B; este bisectoarea unghiului AA;C si A;C} este per-
pendiculara pe AB. Aratati ca dreptele AA;, BB; si C'C] sunt concurente daca si
numai daca m(<BAC) = 90°.

Problema 8. Aratati ca numerele 18" gi 2" + 18" au acelagi numar de cifre (in
scrierea in baza 10), oricare ar fi numarul natural n. (Kvant)



Problema 1. Aratati ca expresia (a+b+1)(a+b—1)(a—b+1)(—a+b+1), unde
a=+vV1+2%2 b=+/14+y?si x+y =1 este o marime constanta gi sa se calculeze
aceasta marime.

Solutie:

Expresia este egald cu 2a2b? + 2a® + 26> —a* — 0" — 1 =2(1 + 2?)(1 + y?) + 2(1 +
) +2(14+v?) —(1+22)2 — 1+ y?)? -1 =222 —2* —y* + 222 + 29> + 3 =
—(@ -y +y)?+20@+y?) +3=—(z—y)?+2* +y*) +3 = (z+y)’ +3=4.
Remarcd: Expresia reprezinta numarul 1652, unde S este aria unui triunghi cu
laturile de lungimi a, b, 1 (calculata cu formula lui Heron). Daca z,y > 0, am fi
putut calcula ugor aceasta expresie: daca D € [BC] este astfel ca BD =z, DC' =y
si AD 1 BC, AD = 1, atunci AB = a, AC = b, BC = 1, iar aria triunghiului

este 7 Atunci 1652 = 4. Din pécate Insa aceasta solutie nu merge in cazul zy < 0.

Problema 2. Numarul 665 este reprezentat ca o suma de 18 numere naturale

nenule ay, as, ..., ajg. Determinati cea mai mica valoare posibila a celui mai mic
multiplu comun al numerelor aq, as, ..., as.
Solutie:

Numarul cautat este 38. Putem alege 17 numere egale cu 38 si unul egal cu 19.
Cel mai mic multiplu comun este 38.

Media numerelor este mai mare ca 36 (caci 665/18 > 36), deci macar unul dintre
numere este mai mare ca 36, deci i cel mai mic multiplu comun trebuie sa fie cel
putin 37. Daca insa ar fi 37, numerele ar fi, toate, divizori ai lui 37. Dar 37 este
prim, deci ar trebui ca z - 14 (18 — ) - 37 = 665 care nu are solutie Intreaga.

Problema 3. Fie triunghiul ABC cu AB = AC si m(<BAC) = 100°. Fie
[AD] si [BE] bisectoarele triunghiului ABC' duse din A, respectiv B. Aratati ca
2AD < BE + EA.

Solutie:

Paralela prin B la AD intersecteaza AC in F. Atunci AFF = AC = AB, BF =
2AD, EF = AB + AE. Cum m(<BEF) = 60°, m(<BFE) = 50°, deci rezulta
m(<EBF) = 70° > m(<BEF), prin urmare in triunghiul BEF la latura mai mare
se opune unghiul mai mare si reciproc, deci 2AD = BF < EF = AE + AB <
AFE + BE (in triunghiul ABE avem m(<BAFE) = 100° > 60° = m(<AEB), deci
BE > AB).

Problema 4. Gasiti cel mai mic numar natural nenul n astfel incat exista n nu-
mere reale x1, x, ..., x, care verifica simultan conditiile:

1
1) z; € li, 2},@':1,2,...,71;



™
xi+ a0t ... txy, > —

63
1 1 1 4dn
) —+—+ ..+ — > —.
Ty X2 T, 3
Solutie:
. 1 1 5 1 ) . 1
Vomargacax+—§2+§:§,Vx€ 5,2,cuegahtatedacaxi€ 5,2 .
x

. 1
Intr-adevar, relatia data este echivalenta cu (z — 2) (x - 5) <0.

& 1 T 4n 5
Adunand ultimele doua relatii obtinem ca E <a:'2 + —) > En + En = 772 Pe de
Z;
i=1

n
. . . 1 on
alta parte, din inegalitatea demonstrata in primul rand, avem g (xz + —) < -
; Z;
=1

Agadar trebuie sa avem egalitate, lucru care se intampla numai daca avem egali-

. . o, .. 9 1 ™ .
tate in toate inegalitatile, adica daca x; € 3 20, 11+ 20+ ...+ 1, = — si

6
1 1 1 4dn . ) .
— 4+ — + ...+ — = — . Daca avem k dintre numerele x; egale cu 2 si celelalte
T T Tn
™m

1
n—k egale cu 3 trebuie sa fie indeplinite simultan conditiile: 2k + 3 (n—k) = 5
1

i—-k+2n—k)= ?n Cele doua conditii sunt echivalente si revin la 9k = 4n.

w0

2
Asadar 9 | n, deci n > 9. Pentru n = 9 (patru numere egale cu 2, celelalte cinci cu
1
5) au loc conditiile din enunt,.

Problema 5. Fie numerele reale a,b, ¢ astfel incat a > b > ¢ > 0. Aratati ca
a?—b - a®-c?
+ + 2 > 3a — 4b + ¢. Cand are loc egalitatea?

c a
Solutie:
a?—0b> - a*-c2
+ +
c a b
dacaa=b=rc.

>2(a—b)+2(c—0b)+ (a—c) = 3a—4b+ ¢ cu egalitate

Problema 6. Aratati ca printre oricare 39 de numere naturale consecutive, exista
un numar a carui suma a cifrelor se divide cu 11. (Gheorghe Eckstein, Baraj 1
seniori, Romania, 1999)

Solutie:

Daca aqas . ..a,0, ajas...a,l, ajas...a,2, ..., ajas...a,9 sunt 10 dintre numere
si niciunul nu are suma cifrelor divizibila cu 11, atunci ay +as + ... +a, = 1
(mod 11). Daca a, # 9, atunci urmeaza numerele ajas...al,0, ajas...all, ...,




aas...al9, unde a/, = a, + 1 si ultimul numar are suma cifrelor divizibila cu
11. Ramane ca a, = 9. Daca ultimele k£ > 1 dintre cifrele aq,as, ..., a, sunt 9,
atunci a3 + as + ...+ a,_ + 9k =1 (mod 11). In acest caz, dupa grupul de 10
numere mentionat mai sus, urmeaza a;as...a, ,0...00, ajay...al, ,0...01, ...,

aiay . ..al, ,0...09. Daca nici printre aceste 10 numere nu se afla niciunul cu suma
cifrelor divizibila cu 11 (se poate, dacd a; +as+...+a,—r+1 =1 (mod 11)), insa
in urmatorul grup de zece numere, aas ...a, ,0...010, ajas...a,_,0...011, ...,

aias . ..a, ,0...019, ultimul numar are suma cifrelor divizibila cu 11. Ori printre
39 de numere consecutive avem trei grupuri de cate 10 care au proprietatea ca in
fiecare grup, numerele difera numai prin ultima cifra.

Remarca: Problema 1 de la barajul 1 (Alba Iulia 1999) avea si 0 a doua cerinta: sa
se determine cele mai mici 38 de numere naturale consecutive care au proprietatea
ca suma cifrelor nu este divizibila cu 11.

Problema 7. Fie un triunghi ABC, A; mijlocul segmentului [BC], By € (AC) si
C1 € (AB) astfel incat [A;B; este bisectoarea unghiului AA;C si A;C} este per-
pendiculara pe AB. Aratati ca dreptele AA;, BB; si CC} sunt concurente daca si
numai daca m(<BAC) = 90°.

Solutie:

Daca dreptele AA;, BB; si C'C; sunt concurente, din teorema lui Ceva rezulta

AB AC AB AA AA

B Cl* = Té, dar din teorema bisectoarei, B Cl’ = 1 é = m é Asadar c, é =

AA

1 é deci, din reciproca teoremei bisectoarei, [A;C}] este bisectoare gi inalime in
1

triunghiul ABA;. Rezultaca A1B = A1 A = A,C, deci triunghiul este dreptunghic.
Reciproc, daca triunghiul este dreptunghic, atunci AA; = A;C, deci [A; B;] este si
mediana deci AA;, BB, si C'C sunt concurente fiind medianele triunghiului ABC.

Problema 8. Aratati ca numerele 18" gi 2" + 18" au acelagi numar de cifre (in
scrierea in baza 10), oricare ar fi numarul natural n. (Kvant)

Solutie:

Presupunem ca numarul 18" are k cifre, iar 18" + 2" are mai multe cifre. Atunci
18" < 10F < 18" + 2" i, evident, k > n. Obtinem 9" < 2¥".5F <97 + 1, de unde
rezultd ca 287" .58 = 9" 4 1.

Daca k —n > 2, membrul stang este divizibil cu 4, in timp ce membrul drept nu,
deci nu putem avea egalitate. Rezulta k —n = 1, adica 2 - 5" = 9" + 1.

9" +1 9" _ /9\* 6561
Daca n > 4, atunci 51_ ><—) Z(—) :@>10, deci 9" +1 > 2. 57+,

5 5
Se verificd imediat cd egalitatea 2 - 5" = 9" + 1 nu are loc nici pentru n €
{0,1,2,3}.
Prin urmare, presupunerea de la care am plecat este falsa; 18™ gi 18"+ 2™ au acelasi



numar de cifre.



