BARAJUL PENTRU JUNIORI, 1999
Problema 1. Sa se rezolve in R sistemul:

Y 1998000, —2Y% 1998000, —YZ
r+y+1 y+z—1 Z+x

TYZ

= 1998000.

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel cu unghiul drept in
A. Punctul D este mijlocul laturii [AC], iar punctul £ € [AC] este astfel incat
EC =2AE. Calculati m(<AEB) + m(<ADB).

Problema 3. Pe tabla este scris un numar de noua cifre nenule si distincte. Sa se
arate ca putem sterge cel mult sapte cifre astfel incat numarul format din cifrele
ramase sa fie un patrat perfect (de exemplu, din numarul 214567893 se pot obtine
patratele 16, 25, 49, 169, s.a.m.d.).

Problema 4. Fie ABC un triunghi echilateral de arie 1998 cm?. Punctele K, L
3
si M impart segmentele [AB], [BC| si [C'A], respectiv, in raportul 7 Dreapta AL

intersecteaza dreptele CK si BM respectiv in punctele P si @, iar dreapta BM
intersecteaza dreapta C'K in punctul R. Aflati aria triunghiului PQR.

1998 1999
Problema 5. Fie multimea M = { ——, —— ». Multimea M se completeaza
1999 © 2000
cu fractii noi dupa regula: se iau doua fractii distincte Py si P2 4in M astfel incat
q1 42
P1+ P2

nu exista alte numere din M situate intre ele si se formeaza o fractie noua, o
a1+ 42

care se include in M, etc. Aratati ca, dupa fiecare procedeu, fractia nou obtinuta
este ireductibila si este diferita de fractiile incluse anterior in M.



Problema 1. Sa se rezolve in R sistemul:

_ Y 1998000, vz
r+y+1 y+z—1

— 1998000, Y% — 1998000.
Z+x

Solutie:

Avemz+y+1l=y+z—1=z+z,deciy=2+1, 2=y+ 1 =2+ 2. Revenind
la ecuatiile din enunt, gasim z(x +2) = 2- 1998000 = 1998 - 2000. Aceasta ecuatie
de gradul IT are solutiile z = —2000 si x = 1998. De aici se obtin cele doua solutii
ale sistemului: (z,y, z) = (—2000, —1999, —1998) si (z,y, z) = (1998, 1999, 2000).

Problema 2. Fie ABC un triunghi dreptunghic isoscel cu unghiul drept in
A. Punctul D este mijlocul laturii [AC], iar punctul £ € [AC] este astfel incat
EC =2AEFE. Calculati m(<AEB) + m(<ADB).

Solutia 1:

Fie F, H proiectiile punctelor D, respectiv A, pe BC. Atunci DE = CF si
% = ?’_g =3 = j—g Triunghiurile F'BD §i ABE sunt asemenea si <}'BD =
<ABE. Cum m(<AEB) = 90° — m(<ABE) st m(eADB) = 45° + m(<FBD),
dei m(<AEB) + m(<ADB) = 90° — m(<ABE) + 45° + m(<FBD) = 135°.
Solutia 2:

Fie intr-un reper cartezian xOy punctele X(—2,1), Y (3,1), Z(2,1), M(0,1).
Evident, X si Z sunt simetrice fata de O. Apoi tg (A/E\B) =3 =tg (Y/OT@ si
tg (ADB) = 2 = tg (XOM), deci m(AEB)+m(ADB) = m(YOM)+m(XOM) =
()TOT/) = 180° — m(Y/O\Z) Dar triunghiul YOZ este dreptunghic isoscel, deci
m(}70\2) = 45°, de unde concluzia.

Problema 3. Pe tabla este scris un numar de noua cifre nenule si distincte. Sa se
arate ca putem sterge cel mult sapte cifre astfel incat numarul format din cifrele
ramase sa fie un patrat perfect (de exemplu, din numarul 214567893 se pot obtine
patratele 16, 25, 49, 169, s.a.m.d.).

Solutie:

Daca in scrierea numarului 1 sta inaintea lui 6, putem ramane cu 16. Daca 6 sta
inaintea lui 4, putem ramane cu 64. Daca 4 sta inaintea lui 9, putem ramane cu
49. Daca nu suntem in niciunul din cazurile anterioare, cifrele mentionate trebuie
sa ste in ordinea 9, 4, 6, 1, dar atunci putem sterge sase cifre si ramane cu 961 = 312.

Problema 4. Fie ABC un triunghi echilateral de arie 1998 cm?. Punctele K, L
3
si M impart segmentele [AB], [BC] si [C'A], respectiv, in raportul 1 Dreapta AL

intersecteaza dreptele CK si BM respectiv in punctele P si @), iar dreapta BM
intersecteaza dreapta C'K in punctul R. Aflati aria triunghiului PQR.



Solutie:
Fie X mijlocul lui [B
BY =YX = XL

C], Y nijlocul lui [BX] si Z mijlocul lui [PR]. Atunci

= LC; avem LP || ZX | RY. Daca o[PLC| = s, din
asemanare avem oY RC| = 27s, apoi o[ BRY] = 9s, deci o[ BRC] = 36s. Rezulta
olAB

1
ca o|BCK]| = 37s = 39 C], de unde s = 18 (cm?).
Cum o[PQR)] = ¢[ABC] — 30[BCR] = 1998 — 3 - 36 - 18 = 54 (cm?).
1998 1999
19997 2000

cu fractii noi dupa regula: se iau doua fractii distincte ] §1 2 din M astfel incat
0 a2

Problema 5. Fie multimea M = { } Mul’gimea M se completeaza

P1+ D2
¢+ g
care se include in M, etc. Aratati ca, dupa fiecare procedeu, fractia nou obtinuta
este ireductibila si este diferita de fractiile incluse anterior in M.

Solutie:
I . . o +
Se verifica usor prin calcul ca daca 0 < b < b2 < 1, atunci by < PPz

@ e @ atee
deci toate fractiile care se obtin sunt pozitive, subunitare si noi. Sa aratam ca

D1+ P2
a1+ g2
d|pr+pesid]| g+ q, deci d | ¢1(p1 + p2) — p1(q1 + q2), adica d | g1pa — p1go-

Initial, aceasta expresie este 1 si ea ramane 1 de-a lungul procesului de intercalare

a fractiilor, deci orice fractie noua creeata este ireductibila si daca 0 < b < P2 <1

41 a2
verifica ¢1ps — p1g2 = 1, atunci avem b < PLtPap2 si, daca notam ps = p; + po,

o5 1+ G2 Q2
g3 = q1 + g2, atunci avem 81 q;p3 — qzp1 = 1 81 g3p2 — qop3 = 1.

nu exista alte numere din M situate intre ele si se formeaza o fractie noua,

sunt gi ireductibile. Daca o fractie s-ar simplifica cu d, atunci am avea ca



